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The article proposes a mathematical model 
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particles. The mathematical model describes 
the relationship between the sedimentation 
time constant, density, fluid viscosity 
with density and diameter of nanosized 
particles. The model takes into account 
the influence of gravity forces, hydrostatic 
lifting force, forces of resistance to motion. 
The concentration of nanosized particles 
is estimated based on Rayleigh scattering 
simulations. Analytical dependences have 
been obtained that make it possible to 
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particles at their known density based on the 
experimentally determined sedimentation 
time constant.

Keywords: sedimentation, sedimentation of 
particles in a liquid, measurement of molecular 
weight, measurement of the diameter of 
nanosized particles, concentration measurement, 
Rayleigh scattering

Received: 21.01.2021 
Accepted: 15.02.2021

Определение 
плотности 
наноразмерных 
частиц методом 
седиментации
Х.С.М. Р. Хуссейн1,  
В. А. Куклин2, М. Ш. Салахутдинов3, И. И. Нуреев3

1	 University of Karbala, Karbala, Iraq
2	 Казанский федеральный университет, г. Казань,  

Республика Татарстан, Россия
3	 Казанский национальный исследовательский  

технический университет им. А. Н. Туполева г. Казань, 
Республика Татарстан, Россия

В статье предложена математическая модель 
измерения плотности наноразмерных частиц, 
используемых в качестве наполнителя 
в композитных материалах. Математическая 
модель описывает связь между постоянной 
времени седиментации, плотностью, 
вязкостью жидкости с плотностью 
и диаметром наноразмерных частиц. 
Модель учитывает влияние сил тяжести, 
гидростатической подъемной силы, сил 
сопротивления движению. Концентрация 
наноразмерных частиц оценивается 
на основе моделирования рэлеевского 
рассеяния. Получены аналитические 
зависимости, позволяющие оценить 
среднее значение плотности отдельных 
наноразмерных частиц при известных 
их размерах или характерный диаметр 
наноразмерных частиц при известной их 
плотности на основе экспериментально 
определяемой постоянной времени 
седиментации.
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Introduction
The widespread use of nanosized particles as fill-
ers for dispersion-reinforced polymer composite 
materials is due to a  significant increase in the 
mechanical characteristics of composites at a low 
(by  weight) concentration of filler particles  [1, 
2, 3]. One of the effective methods for finding 
new compositions with the required mechanical 
characteristics is based on mathematical model-
ing  [4, 5]. In general, there are two approaches 
to the construction of mathematical models of 
dispersion-reinforced polymer composite materi-
als. The first approach, macroscopic, is based on 
the use of the traditional apparatus of polymer 
mechanics  [4, 6, 7], the second is microscopic, 
which is based on the use of the apparatus of 
molecular dynamics  [8, 9]. The use of the appa-
ratus of polymer mechanics is the most expedi-
ent, despite a  number of limitations. Thus, the 
use of this approach requires information on the 
mechanical characteristics (e. g., elastic moduli, 
Poisson’s ratio) of nanosized particles  [10]. In 
effect, it is not always possible to determine 
the mechanical characteristics of nanosized par-
ticles. This is due to the fact that measurement 
of these characteristics is sometimes impossible 
due to the small diameter of nanosized particles. 
Mathematical methods for their prediction are 
often associated with the solution of inverse 
problems that require strict proof of the unique-
ness of their solution, which is aggravated by the 
lack of a priori information about their mechani-
cal characteristics. It should also be noted that 
the structure of nanosized particles may differ 
from the structure of microparticles of the same 
type, therefore, and the mechanical properties 
of these particles will also be different. Attempts 
to estimate the density of a  mixture of particles 
and liquid were made on the basis of an analy-
sis of the dependence of the refractive index on 
concentration  [11, 12, 13], but they are based on 
extremely expensive instruments for measuring 
the central wavelength of a  fiber Bragg grating. 
In this regard, the use of indirect methods for 
determining the approximate values ​​of the phys-
ical and technical characteristics of nanosized 
particles, which in practice will limit the search 
area for solving inverse problems, is relevant.

One of the important parameters of nanosized 
particles is their density, knowing which one can 
determine the range of some of their mechanical 
characteristics. The purpose of this work is to 
develop a  mathematical model for determining 

Введение
Широкое использование наноразмерных частиц 
в качестве наполнителей дисперсно-армированных 
полимерных композитных материалов обуслов-
лено существенным повышением механических 
характеристик композитов при малой (по  массе) 
концентрации частиц наполнителя  [1, 2, 3]. Один 
из  эффективных методов поиска новых компози-
ций, обладающих требуемыми механическими 
характеристиками, основан на  математическом 
моделировании  [4, 5]. В  общем случае выделяют 
два подхода к  построению математических моде-
лей дисперсно-армированных полимерных компо-
зитных материалов. Первый подход, макроскопи-
ческий, основан на использовании традиционного 
аппарата механики полимеров  [4, 6, 7], второй  – ​
микроскопический, основан на применении аппа-
рата молекулярной динамики  [8, 9]. Применение 
аппарата механики полимеров является наиболее 
целесообразным, несмотря на  целый ряд ограни-
чений. Так, использование этого подхода требует 
информации о  механических характеристиках 
(например модули упругости, коэффициент Пуас-
сона) наноразмерных частиц  [10]. На  практике 
механические характеристики наноразмерных 
частиц возможно определить далеко не всегда. Это 
обусловлено тем, что измерение этих характери-
стик порой невозможно из-за малого диаметра 
наноразмерных частиц. Математические методы 
их предсказания зачастую связаны с  решением 
обратных задач, требующих строгого доказатель-
ства единственности их решения, что усугубля-
ется отсутствием априорной информации об  их 
механических характеристиках. Также следует 
отметить, что структура наноразмерных частиц 
может отличаться от  структуры микрочастиц 
того же сорта, следовательно, и механические свой
ства этих частиц также будут различны. Попытки 
оценки плотности смеси частиц и  жидкости дела-
лись на основе анализа зависимости коэффициента 
преломления от  концентрации  [11, 12, 13], но  они 
основаны на  крайне дорогостоящих инструментах 
измерения центральной длины волны волокон-
ной брэгговской решетки. В  связи с  этим актуаль-
ным является использование косвенных методов 
определения приближенных значений физико-
технических характеристик наноразмерных 
частиц, которые на практике позволят ограничить 
область поиска решения обратных задач.

Одним из  важных параметров наноразмерных 
частиц является их плотность, зная которую можно 
определить диапазон некоторых их механических 
характеристик. Цель настоящей работы состоит 



178 фотоника том 15 № 2  2021178

Оптико-электронные системы и комплексы Optical Electronic Systems & Complexes

the density of nanosized particles based on mod-
eling the process of their sedimentation in solu-
tion  [14] and empirical information about the 
characteristic time of their sedimentation.

Mathematical model
Figure 1, a  shows a  diagram of the measuring 
system, which shows a  laser radiation source 
(Laser) passing through a  quartz container with 
liquid and particles suspended in it (highlighted 
in green), the radiation of which is received by 
a  photodetector (PD). Let’s denote the height 
of the container as H, the diameter of the laser 
beam as R, and the vertical position of the laser 
beam as h. The output current of the photode-
tector is proportional to the distance traveled 
through the container, the optical density of the 
liquid with particles, and the power of the initial 
laser radiation. In order to exclude the influence 
of the power of the initial laser radiation and 
the distance traveled by the beam through the 
container, as well as losses caused by the passage 
of radiation through the walls of the container, 
the optical radiation in front of the container is 
divided into two parts, one of which is directed 
into the container, and the second past him. 
The measurements are carried out on a  differ-
ential photodetector that measures the relative 
attenuation of the laser beam. The optical layout 
for differential measurements is, for simplicity, 
shown in Figure 1, a  not shown. Hereinafter, it 
is assumed that all measurements are carried out 
according to a  differential measurement scheme 

в  развитии математической модели определе-
ния плотности наноразмерных частиц на  основе 
моделирования процесса их седиментации в  рас-
творе  [14] и  эмпирической информации о  харак-
терном времени их седиментации.

Математическая Модель
На  рисунке 1 а  приведена схема измерительной 
системы, на  которой показан источник лазер-
ного излучения (Laser), проходящий через квар-
цевый контейнер с  жидкостью и  взвешенными 
в  ней частицами (выделено зеленым), излучение 
которого принимается на фотодетекторе (PD). Обо-
значим высоту контейнера за  H, диаметр лазер-
ного луча обозначим за  R, положение лазерного 
луча по вертикали за  h. Выходной ток фотоприем-
ника пропорционален расстоянию, пройденному 
через контейнер, оптической плотности жидко-
сти с  частицами и  мощности исходного лазер-
ного излучения. Для того чтобы исключить вли-
яние мощности исходного лазерного излучения 
и  расстояния, пройденного лучом через контей-
нер, а  также потерь, вызванных при прохожде-
нии излучения через стенки контейнера, оптиче-
ское излучение перед контейнером делится на две 
части, одна из  которых направляется в  контей-
нер, а  вторая мимо него. Измерения проводятся 
на  дифференциальном фотоприемнике, который 
измеряет относительное затухание лазерного луча. 
Оптическая схема дифференциальных измерений 
для простоты на  рисунке 1 а  не  показана. Здесь 
и  далее подразумевается, что все измерения про-
водятся по  дифференциальной схеме измерения 

Рис. 1. Схема измерительной системы (а); силы, действующие на частицу в жидкости (b): G – ​сила тяжести, A – ​сила 
Архимеда, R – ​сила гидродинамического сопротивления жидкости, D – ​диаметр частицы
Fig. 1. Diagram of the measuring system (a); forces acting on a particle in a liquid (b): G is the force of gravity, A is the Archimedes 
force, R is the force of hydrodynamic resistance of the liquid, D is the particle diameter
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for relative attenuation. Based on the measure-
ments of the relative attenuation of the light flux, 
it is possible to draw a conclusion about the con-
centration of particles in the liquid  [14, 15] and 
determine the time constant of sedimentation 
during the deposition of particles.

Before formulating the basic relations of the 
mathematical model, let us formulate a  number 
of assumptions and assumptions. The emergence 
of internal flows in a  liquid entrains nanosized 
particles and significantly affects their sedimen-
tation. In order to exclude the influence of inter-
nal flows in the liquid on the deposition of nano-
sized particles, we assume that all measurements 
are carried out at a  stationary temperature, that 
is, the same and constant temperature is main-
tained at all external boundaries of the cell. This 
assumption was made in order to exclude the 
occurrence of internal flows in the liquid caused 
by the density difference due to the temperature 
gradient. The sedimentation rate of particles 
can also be affected by the diffusion of particles 
caused by the gradient of their concentration in 
the liquid. Let us assume that the concentration 
of nanosized particles in the liquid is sufficiently 
low, the container with the mixture is suffi-
ciently deep, the laser control beam is located 
near the upper border of the cuvette, and the 
diameter of the laser beam and its distance to the 
upper border of the cuvette are much less than 
the height of the cuvette (H – h << H and  R << H). 
Under the conditions of this assumption, it can 
be assumed that the concentration of nanosized 
particles in the region of the control beam before 
the beginning of deposition coincides with their 
concentration directly under the control beam 
at each moment of time. Thus, the effect of dif-
fusion on the sedimentation time constant is 
taken into account only at the upper boundary of 
the deposition of nanosized particles, where the 
concentration gradient is noticeable. Let us also 
assume that all nanoscale particles in a  liquid 
have the same size and mass, and the movement 
of nanosized particles in a  liquid occurs under 
the action of gravitational forces, hydrostatic lift 
and hydrodynamic drag force of the liquid.

Using Newton’s second law, we write the equa-
tion of motion of nanosized particles in vector 
form:

	 M
d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F,	 (1) 

относительного затухания. Исходя из  измерений 
относительного затухания светового потока можно 
сделать вывод о  концентрации частиц в  жидко-
сти [14, 15] и определить постоянную времени седи-
ментации в процессе осаждения частиц.

Перед тем как сформулировать основные соот-
ношения математической модели, сформулируем 
ряд допущений и  предположений. Возникнове-
ние внутренних течений в  жидкости увлекает 
за собой наноразмерные частицы и существенным 
образом влияет на  их осаждение. Для того чтобы 
исключить влияние внутренних течений в жидко-
сти на процесс осаждения наноразмерных частиц, 
предположим, что все измерения проводятся при 
стационарной температуре, то  есть на  всех внеш-
них границах кюветы поддерживается одинаковая 
и  постоянная температура. Это предположение 
сделано для того, чтобы исключить возникнове-
ния в  жидкости внутренних течений, вызванных 
перепадом плотности из-за градиента темпера-
туры. На  скорость осаждения частиц может вли-
ять и  диффузия частиц, вызванная градиентом 
их концентрации в  жидкости. Предположим, что 
концентрация наноразмерных частиц в жидкости 
достаточно мала, емкость с смесью достаточно глу-
бокая, лазерный луч контроля расположен вблизи 
верхней границы кюветы, а  диаметр лазерного 
луча и его расстояние до верхней границы кюветы 
намного меньше высоты кюветы (H – h << H и R << H). 
В  условиях этого предположения можно считать, 
что концентрация наноразмерных частиц в  обла-
сти луча контроля до начала осаждения совпадает 
с  их концентрацией непосредственно под лучом 
контроля в  каждый момент времени. Таким обра-
зом, влияние диффузии на  постоянную времени 
седиментации учитывается только на  верхней 
границе осаждения наноразмерных частиц, где 
градиент концентрации заметен. Предположим 
также, что все наноразмерных частицы в жидкости 
имеют одинаковый размер и  массу, и  движение 
наноразмерных частиц в  жидкости происходит 
под действием сил гравитации, гидростатиче-
ской подъемной силы и гидродинамической силы 
сопротивления жидкости.

Воспользовавшись вторым законом Ньютона, 
запишем уравнение движение наноразмерных 
частиц в векторной форме:

	 M
d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F,	 (1) 

где вектора M
d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F  –гидростатической подъемной силы 

Архимеда, M
d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F  – ​силы гравитации, M

d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F  – ​гидродинами-

ческой силы сопротивления жидкости, 
M
d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F

  – ​скоро-
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where vectors M
d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F are the hydrostatic lifting force of 

Archimedes, M
d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F are the forces of gravity, M

d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F are the 

hydrodynamic drag force of the fluid, 
M
d
!
W
dT

=
!
P +
!
A +
!
F

 are the 
velocities, and M is the mass of the particle, T is 
the time. Let’s choose a right-handed coordinate 
system, pointing the oz axis up, the ox axis to the 
right, and write out the system of equations, 
defining the forces.

The force of gravity in (1) depends on the mass 
of the particle P = –Mg, where g is the acceleration 
of gravity, the minus sign in the force of grav-
ity is due to the choice of the direction of the oz 
axis.

Archimedes’ hydrostatic lift is directed along 
the oz axis, and oppositely directed to the grav-
ity vector. According to Archimedes’ law, it is 
equal to the weight of the liquid displaced by the 
particle:

	 A = 0gV = 0g
6

D3,	 (2)

where V is the volume of a particle, D is its diam-
eter, and ρ0 is the density of the liquid.

The force of resistance to motion is directed 
against the direction of the particle’s velocity, 
depending on the square of its velocity, the den-
sity of the liquid, the cross-sectional area of ​​the 
particle and the Reynolds number, which deter-
mines the viscosity of the liquid. At low Reynolds 
numbers (for the deposition of nanosized par-
ticles in a liquid, Re ≈ 300), the force of resistance 
to motion has the form [14]:

	 F = −3µπDG(W +U),	 (3)

where DG is the hydrodynamic diameter of a  par-
ticle, and U is the diffusion component of the 
velocity caused by the concentration gradient 
of particles in the solution. The minus sign in 
(3) determines that the force of hydrodynamic 
resistance is directed against the direction of the 
particle velocity.

Substituting (2) and (3) in (1), we obtain the 
equation of motion of a  particle in natural 
variables:

	 M
d(W +U)
dT

= Mg +
6
D3

0g 3μ DG(W +U).	 (4)

We transform (4), writing it down in dimen-
sionless form, introducing dimensionless w  – ​
velocity and τ  – ​time, determining the char-
acteristic parameters of the problem L0  – ​size 
and T0  – ​time. After transformations, we obtain 

сти и M – ​масса частицы, T – ​время. Выберем право-
стороннюю систему координат, направив ось oz 
вверх, ось ox вправо, и  распишем систему уравне-
ний, определив силы.

Сила гравитации в (1) зависит от массы частицы 
P = –Mg, где g – ускорение свободного падения, знак 
минус в  силе гравитации обусловлен выбором 
направления оси oz.

Гидростатическая подъемная сила Архимеда 
направлена вдоль оси oz и противоположно направ-
лена вектору силы тяжести. Согласно закону Архи-
меда, она равна весу жидкости, вытесненной 
частицей:

	 A = 0gV = 0g
6

D3,	 (2)

где V  – ​объем частицы, D  – ​ее диаметр, а  ρ0  – ​плот-
ность жидкости.

Сила сопротивления движению направлена 
против направления скорости частицы, зависит 
от квадрата ее скорости, плотности жидкости, пло-
щади поперечного сечения частицы и  числа Рей-
нольдса, которое определяет вязкость жидкости. 
При малых числах Рейнольдса (для осаждения 
наноразмерных частиц в  жидкости Re ≈ 300) сила 
сопротивления движению имеет вид [14]:

	 F = −3µπDG(W +U),	 (3)

где DG  – ​гидродинамический диаметр частицы, 
и  U  – ​диффузионная составляющая скорости, 
вызванная градиентом концентрации частиц 
в  растворе. Знак минус в  (3) определяет то, что 
сила гидродинамического сопротивления направ-
лена против направления скорости движения 
частицы.

Подставив (2) и (3) в (1), получим уравнение дви-
жения частицы в естественных переменных:

	 M
d(W +U)
dT

= Mg +
6
D3

0g 3μ DG(W +U).	 (4)

Преобразуем (4), записав его в  безразмерной 
форме, введя безразмерные w – ​скорость и τ – ​время, 
определив характерные параметры задачи L0 – ​раз-
мер и  T0  – ​время. После преобразований полу-
чим уравнение движения (4) в  безразмерных 
переменных:

	
d(w + u)
dτ

= α −β ⋅(w + u),	 (5)

где u = U · T0 / L0 – ​безразмерная диффузионная состав-
ляющая скорости, а для безразмерных комплексов 
α и β введены обозначения:
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the equation of motion (4) in dimensionless 
variables:

	
d(w + u)
dτ

= α −β ⋅(w + u),	 (5)

where u = U · T0 / L0 is the dimensionless diffusion 
component of the velocity, and the designations 
are introduced for the dimensionless complexes 
α and β:

	 = ( , 0) = 0 1 T0
2g

L0
, β = β(ρ,D,DG,µ) =

18µT0DG

ρD3 .	 (6)

Dimensionless complexes α and β completely 
determine the problem, here ρ0 is the density 
of the liquid, ρ is the density and D is the diam-
eter and DG is the hydrodynamic diameter of the 
particle, and L0 and T0 are the characteristic 
distance and time. The dimensionless complex α 
determines the influence of the forces of gravity 
and hydrostatic lift, and β is the influence of the 
forces of hydrodynamic resistance.

The characteristic parameters of problem (6) 
can be chosen arbitrarily. At the same time, one 
can require their choice so that the dimension-
less complexes α and β would be of the same 
order, e. g., α = β = 1 [16]:

	 T0 =
ρD2

18µ
, L0 =

0 1 T0
2g.	 (7)

The solution of equation (5) makes it possible 
to completely determine the dependence of the 
particle sedimentation rate on time under the 
assumption that the diffusion component of the 
velocity U does not depend on time, but depends 
only on the concentration gradient of nanosized 
particles in the solution near the control region, 
where the particle concentration is low:

	 w(τ) = α +β ⋅u
β

+ w(0)− α +β ⋅u
β

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e−βτ.	 (8)

It can be shown that the last term in (8) with 
increasing dimensionless time is a  very rap-
idly decaying function, and the deposition rate 
almost instantly takes on a maximum value:

	 wMax =
α +β ⋅u

β
.	 (9)

Therefore, we can assume that all nanosized 
particles in a  liquid are deposited at a  constant 
rate wMax, determined by relation (9).

Let us define the sedimentation time constant 
τ0 as the time passed by the particles from the 
upper boundary of the cuvette to the middle of 

	 = ( , 0) = 0 1 T0
2g

L0
, β = β(ρ,D,DG,µ) =

18µT0DG

ρD3 .	 (6)

Безразмерные комплексы α и  β полностью опреде-
ляют задачу, тут ρ0 – ​плотность жидкости, ρ – ​плот-
ность и  D  – ​диаметр и  DG  – ​гидродинамический 
диаметр частицы, а  L0 и  T0  – ​характерные рассто-
яние и  время. Безразмерный комплекс α опреде-
ляет влияние сил гравитации и гидростатической 
подъемной силы, а β – ​влияние сил гидродинами-
ческого сопротивления.

Характерные параметры задачи (6) можно 
выбрать произвольно. Вместе с тем можно потребо-
вать их выбор таким образом, чтобы безразмерные 
комплексы α и  β были  бы одного порядка, напри-
мер, α = β = 1 [16]:

	 T0 =
ρD2

18µ
, L0 =

0 1 T0
2g.	 (7)

Решение уравнения (5) позволяет полностью 
определить зависимость скорости осаждения 
частиц от времени в предположении, что диффузи-
онная составляющая скорости U не зависит от вре-
мени, а зависит лишь от градиента концентрации 
наноразмерных частиц в растворе вблизи области 
контроля, где концентрация частиц невелика:

	 w(τ) = α +β ⋅u
β

+ w(0)− α +β ⋅u
β

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
e−βτ.	 (8)

Можно показать, что последнее слагаемое в  (8) 
с ростом безразмерного времени есть очень быстро 
затухающая функция, и  скорость осаждения прак-
тически мгновенно принимает максимальное 
значение:

	 wMax =
α +β ⋅u

β
.	 (9)

Следовательно, можно считать, что все нанораз-
мерные частицы в  жидкости осаждаются с  посто-
янной скоростью wMax, определяемой соотноше-
нием (9).

Определим постоянную времени седимента-
ции  τ0 как время, пройденное частицами от  верх-
ней границы кюветы до середины лазерного луча, 
которое можно записать исходя из  геометрии 
задачи и скорости осаждения:

 
 

	

τ0(ρ,D,DG,ρ0,µ) =
H − h
wMax

⋅ T0
L0

=

=
(H − h) ⋅β(ρ,D,DG,µ)

(α(ρ,ρ0)+β(ρ,D,DG,µ) ⋅U ⋅T0 / L0)
⋅ T0
L0
,	 (10)

где α и  β являются функциями физических пара-
метров задачи.
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the laser beam, which can be written based on 
the geometry of the problem and the deposition 
rate:

 
 

	

τ0(ρ,D,DG,ρ0,µ) =
H − h
wMax

⋅ T0
L0

=

=
(H − h) ⋅β(ρ,D,DG,µ)

(α(ρ,ρ0)+β(ρ,D,DG,µ) ⋅U ⋅T0 / L0)
⋅ T0
L0
,	 (10)

 
where α and β are functions of the physical 
parameters of the problem.

Empirical estimates can be used to assess the 
effect of the diffusion component of the velocity 
on the sedimentation rate. Microscopic stud-
ies allow determining the geometric radius of 
the particles. The estimates of the diameter 
of nanosized particles for aluminum oxide by 
the method of dynamic light scattering on an 
electron microscope showed that the diameter 
of nanosized particles of aluminum oxide is 
estimated at ~53.1 nm  [17, 18]. The hydrody-
namic radius can be estimated by the method 
of dynamic light scattering, and the effective 
hydrodynamic radius can be calculated based 
on the analysis of the diffusion coefficient 
according to the Stokes-Einstein equation for 
spherical particles R = k · T / (6πhD), where k is 
the Boltzmann constant, T is temperature, h is 
dynamic viscosity of the liquid. The most prob-
able value of the hydrodynamic diameter of 
nanosized aluminum oxide particles in experi-
ments is estimated at ~284 nm  [17], the diffu-
sion coefficient is estimated at 8.6 · 10–13  m2 / s, 
which gives an estimate of the order of the 
diffusion velocity component ~10–11–10–11 m / s, 
when assessing the deposition rate of nanosized 
particles in a  stationary liquid ~10–7–10–8 m / s. 
Therefore, the influence of the diffusion compo-
nent of the velocity on the deposition time con-
stant can be neglected, since it is approximately 
three orders of magnitude less than the deposi-
tion rate. The same work [17] gives the estimates 
for the ratio of the hydrodynamic and geometric 
diameters of nanosized particle, i. e. 5.3.

The relative concentration of particles in the 
area of ​​the monitoring laser beam can be related 
to the cross-sectional area of ​​the beam covered 
by the particles. Assuming the cross section of 
the laser beam to be a  circle, and connecting 
the upper boundary of the deposited particles 
with the maximum deposition rate wMax, we 
obtain

Для оценки влияния диффузионной составля-
ющей скорости на  скорость седиментации можно 
использовать эмпирические оценки. Микроскопи-
ческие исследования позволяют определить геоме-
трический радиус частиц. Произведенные оценки 
диаметра наноразмерных частиц для оксида алю-
миния методом динамического светорассеяния 
на  электронном микроскопе показали, что диа-
метр наноразмерных частиц оксида алюминия 
оценивается величиной  ~53,1 нм  [17,  18]. Оценку 
гидродинамического радиуса можно провести 
методом динамического светорассеяния, а  эффек-
тивный гидродинамический радиус рассчи-
тать на  основе анализа коэффициента диффузии 
по уравнению Стокса-Эйнштейна для сферических 
частиц R = k · T / (6πhD), где k  – ​константа Больцмана, 
T – ​температура, h – ​динамическая вязкость жидко-
сти. Наиболее вероятное значение гидродинами-
ческого диаметра наноразмерных частиц оксида 
алюминия в  экспериментах оценивается величи-
ной ~284 нм [17], коэффициент диффузии при этом 
оценивается в  8,6 · 10–13  м2 / сек, что дает оценку 
величины порядка диффузионной составляющей 
скорости ~10–11–10–11 м / с, при оценке скорости осаж-
дения наноразмерных частиц в  стационарной 
жидкости ~10–7 –10–8 м / с. Следовательно, влиянием 
диффузионной составляющей скорости на  посто-
янную времени осаждения можно пренебречь, 
поскольку она примерно на  три порядка меньше 
скорости осаждения. Там же [17] даны оценки отно-
шения гидродинамического и  геометрического 
диаметров наноразмерных частиц – ​5,3.

Относительную концентрацию частиц в  обла-
сти лазерного луча контроля можно связать с  пло-
щадью поперечного сечения луча, закрываемую 
частицами. Считая поперечное сечение лазерного 
луча кругом и  связав верхнюю границу осаждае-
мых частиц с максимальной скоростью осаждения 
wMax, получим:

	 c(wτ) = 1 − 1
πR 2 R 2 − (ξ − h)2 dξ

H−(h+R )

wτ

∫ ,	 (11)

где c(wτ) − относительная интенсивность светового 
потока, H  – ​высота кюветы, h  – ​высота положения 
лазерного луча, R – ​его радиус, wτ – ​верхняя граница 
осаждаемых частиц. Зависимость  (11) для относи-
тельной концентрации частиц в области луча кон-
троля (11) приведена в условиях нормировки, когда 
за  единицу принимается максимальная концен-
трация частиц (до осаждения), а за ноль – ​значение, 
когда верхняя граница частиц полностью прошла 
область луча контроля. Интеграл (11) может быть 
взят аналитически, тогда для c(wτ) получим:
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	 c(wτ) = 1 − 1

πR 2 R 2 − (ξ − h)2 dξ
H−(h+R )

wτ

∫ ,	 (11) 

where, c(wτ) is the relative intensity of the light 
flux, H is the height of the cuvette, h is the 
height of the position of the laser beam, R is its 
radius, wτ is the upper boundary of the depos-
ited particles. Dependence (11) for the relative 
concentration of particles in the area of ​​the 
control beam (11) is given under normalization 
conditions, when the maximum concentration 
of particles (before sedimentation) is taken as 
a  unit, and the value when the upper boundary 
of particles has completely passed area of ​​the 
control beam. Integral (11) can be taken analyti-
cally, then for c(wτ) we obtain:

 
	 c(wτ) = 1

2
− 1
π
arcsin wτ − h

R
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ wτ − h

R
1 − wτ − h

R
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

.	(12) 

Expression (12) allows you to construct the 
relative change in concentration as a function of 
time. Figure 2 shows the dependence of the curve 
of the relative change in the concentration of par-
ticles in the zone of the laser beam in dimension-

 
	 c(wτ) = 1

2
− 1
π
arcsin wτ − h

R
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ wτ − h

R
1 − wτ − h

R
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
.	(12) 

Выражение (12) позволяет построить относи-
тельное изменение концентрации в  зависимости 
от  времени. На  рисунке 2 приведена зависимость 
кривой относительного изменения концентрации 
частиц в зоне лазерного луча в безразмерных пере-
менных. Данные приведены для кюветы высотой 
0,05 м, лазерный луч с диаметром 0,01 м, располо-
жен на высоте 0,03 м.

На  рисунке 3 приведены кривые прогнозиру-
емых значений постоянной времени седимен-
тации для частиц полимера (размером 50, 100, 
150 нм) в зависимости от их плотности. По вспомо-
гательной оси пунктирной линией того  же цвета 
приведена максимальная скорость осаждения.

Как можно видеть из  данных, приведенных 
на рисунке 3, скорость осаждения частиц линейно 
зависит от  их плотности и  возрастает с  увеличе-
нием размера частиц. При этом постоянная вре-
мени седиментации нелинейно убывает с  ростом 
плотности частиц, и  для частиц большего диаме-
тра постоянная времени седиментации меньше. 
Однако и в том, и в другом случае постоянная вре-
мени седиментации измеряется 
в сутках.

Полученные зависимости 
были частично подтверждены 
экспериментальными данными, 
полученными в  КНИТУ-КАИ 
на  кафедре электронных 
и  квантовых средств передачи 
информации.

Выводы
По  результатам проведенной 
работы можно сформулиро-
вать следующие выводы. Была 
поставлена и  решена задача 
по  построению зависимости 
постоянной времени седимен-
тации от  плотности жидкости, 
коэффициента ее динамической 
вязкости, плотности и  размеров 
осаждаемых частиц. Возмож-
ность измерения постоянной 
времени седиментации в  ходе 
эксперимента позволяет одно-
значно определить плотность, 
а вместе с ним и молекулярный 
вес частиц при условии, что их 

Рис. 2. Относительное изменение концентрации частиц в зоне лазерного 
луча в безразмерных переменных
Fig. 2. Relative change in the concentration of particles in the zone of the laser 
beam in dimensionless variables
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less variables. The data are given for a  cell with 
a height of 0.05 m, a laser beam with a diameter 
of 0.01 m, located at a height of 0.03 m.

Figure 3 shows the curves of the predicted val-
ues ​​of the sedimentation time constant for poly-
mer particles (size 50, 100, 150 nm) depending on 
their density. On the auxiliary axis, the dotted 
line of the same color shows the maximum depo-
sition rate.

As can be seen from the data shown in Figure 3, 
the deposition rate of particles linearly depends 
on their density and increases with increasing 
particle size. At the same time, the sedimenta-
tion time constant decreases nonlinearly with 
increasing particle density, and for particles of 
larger diameter, the sedimentation time con-
stant is less. However, in both cases, the sedi-
mentation time constant is measured in days.

The obtained dependences were partially con-
firmed by the experimental data obtained at the 
A. N. Tupolev Kazan National Research Technical 
University at the Department of Electronic and 
Quantum Means of Information Transmission.

размеры известны. Одновременно с  этим можно 
определить и  размер частиц при условии, что 
известна их плотность. Эти данные должны быть 
полезны для экспериментаторов для верификации 
условий и  результатов экспериментов по  данным 
математической модели. Практическая значи-
мость работы заключается в  уточнении условий 
для проведения экспериментов по  длительной 
седиментации. Предложенная математическая 
модель позволяет сократить время проведения экс-
периментов по  оценке плотности наноразмерных 
частиц, не дожидаясь их полного осаждения.
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Рис. 3. Прогнозируемое значение постоянной времени седиментации и скорость осаждения в зависимости от плотности 
частиц для частиц с диаметром 50, 100 и 150 нм (непрерывной линией обозначены кривые времени осаждения; пунктирной – ​
скорости осаждения для различных размеров частиц)
Fig. 3. Predicted sedimentation time constant and sedimentation rate as a function of particle density for particles with a diameter of 
50, 100 and 150 nm (solid lines denote sedimentation time curves; dashed line denotes sedimentation rates for different particle sizes)
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Conclusions
Based on the results of the work carried out, the 
following conclusions can be formulated. The task 
of plotting the dependence of the sedimentation 
time constant on the density of the liquid, the 
coefficient of its dynamic viscosity, the density and 
size of the precipitated particles was set and solved. 
The possibility of measuring the sedimentation 
time constant during the experiment allows one to 
unambiguously determine the density, and with 
it, the molecular weight of the particles, provided 
that their sizes are known. At the same time, the 
size of the particles can be determined, provided 
that their density is known. These data should be 
useful for experimenters to verify the conditions 
and results of experiments using the data of the 
mathematical model. The practical significance of 
the work is to clarify the conditions for conduct-
ing experiments on long-term sedimentation. The 
proposed mathematical model makes it possible 
to reduce the time for conducting experiments to 
estimate the density of nanosized particles with-
out waiting for their complete deposition.
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